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POVZETEK

V raziskovalni nalogi smo si zastavili cilj raziskati geometrijsko konstrukcijo in lastnosti dveh
krogov v ¢udovitem geometrijskem liku, ki se imenuje arbelos ali ¢evljarski noZ. Z arbelosom so

se ukvarijali Stevilni matematiki, med prvimi Ze starogrski matematik Arhimed.

S pomocdjo Stevilnih matemati¢nih izrekov, predvsem v trikotnikih, smo raziskali polmera in
sredi$¢i Arhimedovih dvojckov, analizirali geometrijsko konstrukcijo polmerov in sredisc¢ ter s

programom Geogebra narisali Arhimedova dvojcka.

Ugotovili smo, da z osnovnosolskim znanjem matematike Stevilnih drugih krogov v arbelosu Se

ne znamo analizirati in konstruirati.

Kljuéne besede: Arbelos, Arhimedova dvojcka, geometrijska konstrukcija, Pitagorov izrek,

podobnost, Geogebra
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1 UVOD

Arbelos oziroma cevljarski noz je cudovit lik, s katerim so se ukvarjali Stevilni matematiki.
Znotraj arbelosa lahko konstruiramo Stevilne kroge: Schochova kroga, Arhimedova dvojcka,
Bankoffov krog, Paposova veriga ... Tudi mi smo raziskovali arbelos. Osredotocili smo se na

geometrijsko konstrukcijo krogov, enega najpomembnejsih matematikov - Arhimedova dvojcka.
Kaj sploh pomeni beseda geometrijska konstrukcija?

Je risanje geometrijskih likov z najve¢jo moZno natanc¢nostjo. Uporabljamo to¢no doloceno
geometrijsko orodje in postopke, ki so v nacelu povsem tocni. Za geometrijsko konstrukcijo
Arhimedovih dvoj¢kov smo zato potrebovali ogromno matemati¢nih izrekov. Z izpeljavo
Stevilnih lastnosti arbelosa in Arhimedovih dvojckov smo z dinami¢nim programom Geogebra

konstruirali ta cudovita kroga, katerih dvojcke matematiki iSCejo Se danes.

1.1 Raziskovalni problem

Namen naSe raziskovalne naloge je bil s pomocjo programa Geogebra narisati geometrijsko
konstrukcijo Arhimedovih dvojc¢kov. Geometrijske konstrukcije nekaterih drugih krogov v

arbelosu bi za naSe trenutno znanje matematike predstavljal prevelik problem.
Znotraj tega raziskovanja smo iskali odgovore na naslednja ciljna vprasanja:

1. Katere matematicne izreke potrebujemo za geometrijsko konstrukcijo Arhimedovih
dvojckov?
2. Koliko meri polmer Arhimedovih dvoj¢kov in kje v ravnini sta njuni sredis¢i?

3. Kako s programom Geogebra narisati geometrijsko konstrukcijo Arhimedovih dvojckov?

1.2 Hipoteze

Glede na cilje raziskovalnega problema sva postavili naslednje hipoteze:

H1: Za geometrijsko konstrukcijo Arhimedovih dvojckov je dovolj osnovnoSolsko znanje

matematike.

H2: 7 matematicnim programom Geogebra lahko nariSemo geometrijsko konstrukcijo

Arhimedovih dvojckov.



2 PODOBNOST TRIKOTNIKOV

2.1 Talesov izrek o sorazmerjih

Starogrski naravoslovec Tales je okoli 500 let pred naSim Stetjem skusal resiti nalogo, kako
izmeriti viSino Keopseve piramide v Egiptu. Pri reSevanju te naloge je priSel do pomembnega

izreka, ki se imenuje Talesov izrek o sorazmerjih.

Slika 1: Talesov izrek o sorazmerjih

Ce mnoZico premic, ki se sekajo v eni to¢ki, sekamo z mnozico vzporednic, je razmerje
odsekov na eni premici Sopa enako razmerju enakoleznih odsekov na katerikoli premici

istega Sopa.
[VAy| : [VBi| = [VAy| : [VBy| ali VA : [VA;| = VB : [VB,]

Poglejmo si dokaz Talesovega izreka.

Slika 2: Dokaz Talesovega izreka



Pokazati moramo, da velja (slika 2)

|AD| _|AE|
|AB| ~ |AC|

Vpeljimo oznake:

F ... pravokotna projekcija tocke E na daljico AB
G ... pravokotna projekcija tocke D na daljico AC
|EF| ... visina trikotnika ADE in DBE

|DG]| ... visina trikotnika ADE in DEC

Sipg - ploscina trikotnika ADE

SgpEg .- ploSc¢ina trikotnika BDE

Spec - ploscina trikotnika ADE

Najprej izrazimo ploscino trikotnikov.

|AD| - |EF| |AE| - |DG|
SADE = T SADE = T

_IDB] - |EF| _IEC|- DG
BDE = 5 DEC = 5
Sedaj zapiSimo sorazmerji ploscin in ju poenostavimo.

SapE _ |AD| Sape _ |AE]
Sppe  |DB] Spec  |EC|

[z obeh sorazmerij izrazimo Sypg:

|AD| |AE|
SapE = SBDE W Sape = Spkc ﬁ
Ploscini enac¢imo:
g |AD| |AE|
BDE ' |pp| ~ “PEC|E(
in upoStevamo, da sta nosilki daljic DE in AB vzporedni, zato imata trikotnika BDE in DEC
enako ploscino. Plos¢ini Sgpr in Spge krajSamo in dobimo

|AD| _ |AE]
IDB|  |EC|



Dobljeni zapis preuredimo

|AD| _ |DB|
|AE| — |EC|

V dobljenem sorazmerju uporabimo lemo, ki pravi:
Naj bodo a,b,c,d € R, kjerjeb # 0,d # 0inb # d. Ce velja, daje% = g, potem velja tudi

a+c

C —
d  b+d

o=
Z uporabo leme dobimo, da je

|AD| _|DB| _|AD|+|DB| _|AB|
|AE| ~ |EC|  |AE| + |EC|  |AC|

Sledi, da je:

|AD| _|AB|
|AE| — |ACT

Dobljeno sorazmerje preuredimo in dobimo sorazmerje, ki smo ga predpostavili v zacetku

dokaza.

|AD| _|AE|
|AB|  |AC|

2.2 1ZREKI O PODOBNOSTI TRIKOTNIKOV

Trikotnika ABC in A{BC; sta podobna natanko tedaj, ko se ujemata v vseh notranjih
kotih.
AABC ~AA1B1C, & (a=ay,B=PB1.Y =V1)

C,

C B iy . B.

Slika 3: Podobna trikotnika



Za podobnost trikotnikov je dovolj, da so izpolnjene le nekatere lastnosti in so kot posledica
izpolnjene tudi druge. Z izreki o podobnosti trikotnikov se omejimo na najmanj potrebnih

lastnosti za zadostitev pogojev podobnosti.
Dva trikotnika sta si podobna, Ce se ujemata:

- vdveh notranjih kotih,
- vrazmerjih dveh enakoleZnih stranic (a : a; = b : by =c : ¢),

- vrazmerju dveh stranic in kotu med njima.

2.3 IZREKI V PRAVOKOTNEM TRIKOTNIKU

Pri raziskovanju Arhimedovih dvojckov bomo potrebovali tudi izreke v pravokotnem trikotniku.

Oglejmo si Pitagorov izrek, viSinski izrek in Talesov izrek o kotu v polkrogu.

2.3.1 Pitagorov izrek

Pitagorov izrek so za konstrukcijo pravega kota poznali Ze v Egiptu in Babilonu okrog leta 1700
pr. n. §t. Uporabljali so predvsem pravokotni trikotnik, ki je imel stranice v razmerju 3 : 4 : 5.
Pitagora je dokazal, da je formula Pitagorovega izreka dokazljiva na vsakem pravokotnem

trikotniku.

Naj bosta a in b kateti pravokotnega trikotnika, ¢ pa njegova hipotenuza. Tedaj je vsota

kvadratov katet enaka kvadratu hipotenuze.

a’ + b% = ¢?

Slika 4: Pitagorov izrek v pravokotnem trikotniku

Znanih je vec¢ kot 100 dokazov Pitagorovega izreka. Mi se bomo lotili dokaza racunanjem
plos¢ine kvadratu vcrtanega kvadrata, pri cemer bomo uporabili znanje o kvadriranju

dvoclenika.
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V kvadrat ABCD s stranico a + b vértamo kvadrat EFGH s stranico ¢, kot kaZe slika. Pri tem

nastanejo Stirje pravokotni trikotniki s katetama a in b in hipotenuzo c.

D o a G b 'C
b

a
H

F
a

b

L

A b E i B

Slika 5: Dokaz Pitagorovega izreka

PloSc¢ino kvadrata EFGH bomo izraCunali tako, da bomo od plos¢ine kvadrata ABCD odSteli

Stirikratnik ploSc¢ine enega izmed Stirih skladnih pravokotnih trikotnikov s katetama a in b.

ab
c2=(a+b)2—4-7

Zapis poenostavimo s kvadriranjem dvoclenika.
c? =a%+ 2ab + b? —2ab
c?=a*+b?
2.3.2 ViSinsKi izrek
S pomocjo viSinskega izreka izracunamo visSino pravokotnega trikotnika.

Produkt pravokotne projekcije katet na hipotenuzo je enak kvadratu viSine na

hipotenuzo.

Slika 6: Visinski izrek
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Visinski izrek bomo dokazali s pomocjo podobnih trikotnikov.

Visina na hipotenuzo razdeli hipotenuzo trikotnika na dva dela in trikotnik na dva manjsa

pravokotna trikotnika ADC in CDB, ki sta podobna prvotnemu trikotniku ABC.
Oznacimo:

v ... viSina na hipotenuzoc

a, b, c ... stranice pravokotnega trikotnika

a ;... pravokotna projekcija stranice a na hipotenuzo c

b, ... pravokotna projekcija stranice b na hipotenuzo c

Koti v trikotniku AADC so skladni s koti v trikotniku ACDB, zato sta trikotnika ACD in CDB
podobna (slika 6).

AADC~ABDC
ZapiSemo sorazmerje istoleznih stranic v podobnih trikotnikih ACD in CDB.
a:v=v: b
Poenostavimo sorazmerije in izrazimo visino.
vi=aqa;"b

Pokazali smo, da je v pravokotnem trikotniku kvadrat viSine enak produktu pravokotnih

projekcij katet na hipotenuzo.

2.3.3 Talesov izrek o kotu v polkrogu

Ce je osnovnica trikotnika premer kroga in tretje ogliS¢e lezi na KroZnici, takrat je

trikotnik pravokoten.

Slika 7: Talesov izrek o kotu v polkrogu

12



Za Talesov izrek obstaja ve¢ dokazov. Mi bomo za dokaz uporabili znanje o kotih v trikotnikih.

V

.

Slika 8: Dokaz Talesovega izreka o kotu v polkrogu

V trikotnikih VAS in BVS velja |AS| = |SV| in |BS| = |VS]|, zato sta trikotnika VAS in BVS

enakokraka.

V trikotniku VAS imamo dva kota « in kot <VSA.

V trikotniku BVS imamo dva kota £ in kot <BSV.

Kota «VSA in «BSV sta sokota, zato je njuna vsota 180 °.

Vsota notranjih kotov poljubnega trikotnika meri 180 °, zato je vsota notranjih kotov obeh

trikotnikov 2 - 180 ° = 360 °.
Vsoto notranjih kotov obeh trikotnikov zapiSemo z notranjimi koti trikotnikov VAS in BVS.
360°=2a + xVSA+ 2[ + «BSV = 2a + 23 + 180 °
Enacbo uredimo
20+ 23 =180°
in jo delimo z 2.
a+pB=90°
Iz tega sledi, da meri kot z vrhom na kroznici 90 °.

Talesov izrek uporabljamo za razli¢ne konstrukcije, med drugim tudi za konstrukcijo tangente

na kroznico.
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3 ARBELOS

Izhodisce raziskovalne naloge predstavlja arbelos, zato se bomo seznanili z definicijo arbelosa in

nekaterimi njegovimi lastnostmi.

Ime arbelos izhaja iz grske besede dppuAog (Baos, 2006), kar pomeni ¢evljarski noz. Starodavni

Cevljarji so namre¢ uporabljali rezilo noza, ki ima podobno obliko kot arbelos.

Slika 9: Cevljarski noz

Arbelos je lik, omejen s tremi paroma dotikajo¢imi se polkrogi, katerih sredi$¢a so kolinearna.

DotikaliS¢em polkrogov 4, P in B pravimo konice arbelosa.

Zgornja mejna krivulja arbelosa, ki omejuje polkrog z najve¢jim polmerom, je polkrog Kj.

Spodnji mejni krivulji arbelosa, ki omejujeta preostala v¢rtana kroga, sta polkroga K in K.

Vsota premerov manjsih dveh polkrogov K, in K3 je enak premeru najvecjega polkroga K; .

K

A P B

Slika 10: Arbelos
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V nadaljevanju bomo v arbelosu uporabljali naslednje oznake:
K; ... levi vértani polkrog

K, ... desni v¢rtani polkrog

K5 ... najvedji polkrog, ki omejuje arbelos

P ... izbrana toc¢ka na daljici AB

2a ... premer levega polkroga Kj, ki je enak |AP|

2b ... premer desnega polkroga K5, ki je enak |PB|

2a + 2b ... premer najvecjega polkroga K3, ki je enak |AB|
S1,52, 53 ... sredisca polkrogov K, K5, K5

Q ... preseciSce tangente notranjih dveh polkrogov z najvecjim polkrogom K3

Slika 11: Oznake v arbelosu

Oglejmo si tri lastnosti arbelosa.
1. Spodnja in zgornja mejna krivulja arbelosa imata enaki dolZini.
DolZina zgornje krivulje arbelosa I, je enaka polovici obsega kroga s polmerom a + b.
l, =n(a+b)
Dolzina spodnje krivulje arbelosa Is pa je enaka vsoti dolzin krivulj K; in K, s polmeroma a in b.
ls =ma+mnb=mn(a+b)

Pokazali smo, da imata spodnja in zgornja mejna krivulja res enaki dolZzini.
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2. Obseg arbelosa je enak obsegu kroga s premerom |AB|.

To lastnost je odkril nemski matematik Thomas Schoch leta 1998.

Oznacimo dolZine lokov in obsegov krogov:

01 .-

0y ...

03 ...

... dolZina loka AP
... dolzina loka PB

... dolZina loka AB

obseg kroga s premerom AP
obseg kroga s premerom PB

obseg kroga s premerom AB

Obseg arbelosa je enak vsoti dolzin lokov, ki omejujejo arbelos.

3

l_01_27ra_

1T T ™
l_Oz_ZT[b_ b
2= T 7"

03 2m(a+Db)
2 2

=mn(a+b)

Obseg arbelosa izrazimo tako, da seStejemo vse tri dolZine lokov.

0arBELOs = Ta + b + m(a + b) = 2n(a + b)

Dobljen obseg je enak obsegu kroga s premerom AB.

3. Plosc¢ina arbelosa je enaka ab in je enaka ploscini kroga s premerom |PQ)|.

Q

P B

Slika 12: Ploscina arbelosa
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Vpeljimo oznake:

S ... ploscina arbelosa

S1 ... plos¢ina polkroga s polmerom a

S, ... plos¢ina polkroga s polmerom b

S3 ... plosc¢ina polkroga s polmerom a + b
Spq --- plosCina polkroga s premerom PQ

Ploscino arbelosa bomo izrazili tako, da bomo od plosCine najvecjega polkroga odsteli vsoto

plo$¢in manjSih polkrogov.

§=5;—(51+53)
T

I
=2 @+b? (3

2 o)
a +2b)—
= mab

Plosc¢ina arbelosa je enaka mab.

PloScino kroga s premerom PQ bomo poiskali s pomocjo trikotnika AABQ.

Q

A P B
Slika 13: Plos¢ina kroga s premerom PQ

Po Talesovem izreku o kotu v polkrogu je kot «AQB pravi kot. Daljica PQ je viSina pravokotnega
trikotnika AABQ. Z uporabo viSinskega izreka v tem pravokotnem trikotniku lahko izrazimo

viSino trikotnika s premeroma polkrogov K; in K.

|PQ| =V2a-2b = V4ab = 2Vab

Izracunajmo plosc¢ino kroga s premerom |PQ|.

2 2
SPQ=T['<@> =<2m> =n-m2=nab

2 2

Ploscina kroga s premerom |PQ| je enaka mab, kar je enako ploscini arbelosa.
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4 ARHIMED

Arhimed je bil grski matematik, izumitelj, fizik, astronom, mehanik in inZenir. Rojen je bil v
Sirakuzah na Siciliji leta 287 pr. n. §t. Navdih za astronomijo je dobil od oceta Fidija, ki je tudi
sam svoje Zivljenje posvecal astronomiji. Zaradi oCetovega vpliva je njegovo izobrazevanje
potekalo v Aleksandriji in Egiptu. Po zakljuCenem Studiju se je vrnil domov in tam prevzel delo

inZenirja vojnih strojev za svojega sorodnika, kralja Hierona II.

Slika 14: Arhimed

Svoje Zivljenje je Arhimed posvecal predvsem geometriji, znanosti in principom mehanike. Z
velikim uspehom se je lotil racunanja plos¢in geometrijskih likov in prostornin teles. Po
Arhimedovi zaslugi veliko laZje razumemo gravitacijo, hidrostatiko in vzgon ter delovanje
razli¢nih orodij, kot npr. Skripec in vzvod. Natanc¢no je preucil delovanje vzvoda in Skripcevja in
ga zapisal v obliki zakona, ki ga danes poznamo kot izrek o ravnovesju navorov. Ugotovil je
obratno sorazmerje sile in rocice. S tem odkritjem je ustvaril temelje statike, s katero si je

pomagal pri reSevanju geometrijskih nalog. Kasneje je znanje o statiki dopolnil Se Heron.

Veliko orodij, ki jih je izumil Arhimed, uporabljamo Se danes. Med njimi tudi hidravli¢ni polzasti
vijak, t. i. Arhimedov vijak, namenjen za prenos vode iz nizjih predelov v visSje. Danes ga

uporabljamo za pretakanje vode iz nizje leZeCih voda (rek, jezer, morij) v namakalne sisteme.

Izracunal je Stevilo peScenih zrn, ki bi jih potrebovali, da bi z njimi napolnili celotno vesolje. S
tem je predpostavil velikost vesolja. Hotel je dokazati, da je mogocCe izraCunati in izmeriti vse,
kar v resnici obstaja. Pri raCunanju je za izrazanje velikih Stevil uporabljal poseben sestav, ki je

bil skoraj tak kot sodobna potencna (eksponentna) oblika.

Okoli leta 230 pr. n. $t. je v svojem delu Merjenje kroga nasel pribliZzek za obseg kroga z
vCrtanimi in o€rtanimi pravilnimi mnogokotniki s 6, 12, 24, 48 in 96 stranicami. Ko je razsiril

pribliZek na mnogokotnike s Stevilom stranic, je odkril pribliZek za Stevilo .
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m = 3,14185110664

S sistemom neskonc¢nosti, kot ga je Arhimed poimenoval sam, je bil prvi, ki je zapisal nekatere
znane formule, ki jih uporabljamo Se danes. Od teh sta najbolj znani formuli za izra¢un obsega

(o = 2mr) in plo$¢ine kroga (p = nr?). Zapisal pa je tudi formulo za izratun prostornine krogle.

Njegovo odkritje - izrek o vzgonu, ki pravi, da se teZza potopljenega telesa navidezno zmanjsa
ravno za tezo izpodrinjene tekocCine, imenujemo Arhimedov zakon in ga Se danes uporabljamo za
doloc¢anje gostote snovi in proucevanje plavanja teles. To odkritje obkroza veliko anekdot. Ena
izmed najbolj znanih pravi, da se je nekega dne kopal v banji. Ko se je ulegel v zvodo napolnjeno
banjo, jo je nekaj steklo Cez rob, nato je doumel, da je iz banje izteklo natanko toliko vode,
kolikor meri prostornina njegovega telesa. Od navduSenja nad odkritjem je menda po ulicah
tekel gol, ob tem pa je vzklikal »Heurekal« To spoznanje je uporabil, ko mu je kralj Hieron IL
narocil, naj preveri, Ce je njegova krona narejena iz Cistega zlata, ali so ga ogoljufali. Arhimed je
krono in enako koli¢ino zlata potopil v vodo in od¢ital razliko. Odkril je, da je v kroni tudi srebro

in kralju dokazal, da so gaogoljufali. Zlatarja je goljufija stala Zivljenja.

V svojem zivljenju se je rad posvecal prakti¢cnim stvarem, zato je nekoc dejal: »Dajte mi tocko in
premaknil bom svet.« Sam kralj ga je nato izzval, da svojo trditev dokaZe, a se je odlo¢il, da mu ni
treba premakniti sveta. Namesto tega si je Arhimed izbral natovorjeno ladjo ter jo s sestavo
vzvodov brez vecjega napora dvignil in jo iz pristanis¢a premaknil na drugi konec obale. Na svoje
izume ni bil prevec ponosen, saj je bil mnenja, da le ti ne predstavljajo del pravega filozofa. S tem
miSljenjem je objavljal le svoja matemati¢na dela. Na podrocju ravninske geometrije so najbolj

znana dela Meritve kroga (Merjenje kroga), Kvadratura parabole in Spirale (O spiralah).

Arhimed je konstruiral tudi veliko novih tehni¢nih naprav, ki so jih uspesno uporabili v vojni z
Rimljani. Zgradil je najvecjo ladjo starega veka (Aleksandrejo) in z zrcali ter vzigalnimi lecami
zazigal ladje, ki so napadale ter oblegale Sirakuze. Eden izmed njegovih najvecjih izumov glede
konstruiranja vojnih strojev je Arhimedov krempelj ali t. i. Zelezna roka in Tat, s katerim so
prestregali ladje, ki so Zelele brez dovoljenja vstopiti v Sirakusko pristanisce. Arhimedov
krempelj je bil sestavljen iz kombinacij kljuk, kablov, Skripcev ter vzvoda. Krempelj je ladje

ustavil, dvignil in vrgel v morje.

Zaradi vseh uspesnih vojaskih izumov so ga Rimljani po zavzetju Sirakuz hoteli Zivega pripeljati
pred oblast, a neuspeSno. Ravno ko se je sklanjal nad narisanimi geometrijskimi liki v pesku, ga
je zmotil rimski vojak in zahteval, naj gre z njim. Arhimed ga je ukazovalno odslovil z besedami:
"NOLI TURBARE CIRCULUS MEOS" (ne moti mojih krogov). Vojak se je ob tem razjezil in ga leta
212 pr. n. $t. ubil.
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Slika 15: Smrt Arhimeda
5 ARHIMEDOVA DVO]CKA

V arbelos lahko vriSemo Stevilne kroge: Schochova kroga, Papusovo verigo, Bankoffov krog,

Apolonijev krog, Woojev krog ... Med najpomembnejsimi krogi pa sta tudi Arhimedova dvojcka.

Daljica PQ razdeli arbelos na dva dela. Kroga, ki se dotikata daljice PQ, vecjega polkroga K3 in po
enega izmed manjsih polkrogov K; in K,, imenujemo ARHIMEDOVA DVOJCKA.

Slika 16: Arhimedova dvojcka

V nadaljevanju bomo pokazali Arhimedovo trditev, da imata Arhimedova dvojcka enak

polmer.

_ab
r_a+b

S pomocjo Pitagorovega izreka v pravokotnem trikotniku bomo poiskali polmera in sredisca

obeh krogov.
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5.1 Polmer Arhimedovih dvojckov

Polmera obeh krogov bomo izrazili s polmeri polkrogov arbelosa K3, K in K;.
Vpeljimo oznake:

Cy ... srediSce levega kroga

C, ...sredis¢e desnega kroga

71 ... polmer levega kroga

75 ... polmer desnega kroga

D ... pravokotna projekcija sredis¢a C; na premer AB

E ... pravokotna projekcija srediS¢a C, na premer AB

Slika 17: Oznake Arhimedovih dvojckov

Polmer levega kroga Arhimedovih dvojc¢kov ry

V arbelos vriSemo trikotnik AS;S;C;, v katerem bomo s pomoc¢jo Pitagorovega izreka izrazili

vi$ino DC; na dva nacina. ViSina DC; razdeli trikotnik AS; S3C; na dva pravokotna trikotnika.

[zrazimo posamezne stranice obeh pravokotnih trikotnikov AS;DC; in ADS;C; s polmeri

polkrogov v arbelosu in polmerom levega kroga Arhimedovih dvojckov.

|51C1|=a+T1 |51D|=a—7'1 |S3C1|=a+b—1'1 |S3D|=b—a+7‘1
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Slika 18: Izracun polmera levega kroga Arhimedovih dvoéjkov

ZapiSemo Pitagorov izrek za izraCun viSine D(; na dva nacina.

|DC1|2 = |S1C1|2 - |S1D|2
IDC11? = (a +11)* = (a—11)?
|DC1|2 - 4a7‘1

|DC1|2 = |53C1|2 - |S3D|2
IDC;1?=(a+b—1)*—(b—a+1)?
|D61|2 = 4ab - 4bT1

Dobljena rezultata ena¢imo, enacbo delimo s 4 in dobimo
ar; = ab — bry.
S poenostavitvijo izraza dobimo polmer levega kroga Arhimedovih dvojckov.

ab
a+b

T'1=

Polmer desnega kroga Arhimedovih dvojc¢kov r,
Na podoben nacin izrazimo polmer desnega kroga Arhimedovih dvojckov.

V arbelos vrisemo trikotnik AS3S,C, in ga z viSino EC, razdelimo na dva pravokotna trikotnika.
Najprej izrazimo posamezne stranice pravokotnih trikotnikov AS;EC, in AES,C, s polmeri

polkrogov v arbelosu in polmerom desnega kroga Arhimedovih dvojckov.

|52C2|:b+rz ISzElzb_Tz |S3C2|=a+b—1'2 |52E|=a—b+7‘2
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Slika 19: Izra¢un polmera desnega kroga Arhimedovih dvocjkov

ZapiSemo Pitagorov izrek za izracun viSine E C, na dva nacina.

|EC2|2 = |52(:2|2 - |SzE|2
|EC,1? = (b +15)? — (b —1,)?
|ECZ|2 - 4bT2

|EC2|2 = |S3C2|2 - |S3E|2
IDC1|* = (a+ b —1)* — (a— b +1)?
|IDC,|?> = 4ab — 4ar,
Dobljena rezultata ena¢imo, dobljeno enacbo delimo s 4 in dobimo
br, = ab — ars.
S poenostavitvijo izraza dobimo polmer desnega kroga Arhimedovih dvojckov.

ab
a+b

rz =

Pokazali smo Arhimedovo trditev, da sta polmera obeh krogov enaka. V nadaljevanju bomo

ugotovili, da sta polmera Arhimedovih dvojckov povezana s harmoni¢no sredino $tevil a in b.
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5.2 Sredisci Arhimedovih dvojckov

V tem delu bomo dolocili koordinati sredis¢ Arhimedovih dvojckov.

Za preglednejse izracune koordinatni sistem v ravnini postavimo tako, da bo leva konica
arbelosa (toCka A) v koordinatnem izhodiScu, desna konica arbelosa (tocka B) pa bo imela

koordinati B(1,0).

Za lazZje iskanje srediSc¢ lahko glede na lego arbelosa in oznake v 3. poglavju polmer Arhimedovih
dvojckov zapiSemo s polmerom levega polkroga arbelosa.
Premer vecjega polkroga arbelosa |AB| = 1, zato je

1
P

2a+2b=1o0z.a+b =

Polmer Arhimedovih dvojc¢kov oznac¢imo z r.

_ab_a(3-9)

T

=a(l - 2a)

V nadaljevanju izrac¢una srediS¢ bomo za polmer r uporabljali

r =a(l - 2a).

Sredis¢i Arhimedovih dvoj¢kov bomo dolodili z uporabo Pitagorovega izreka v pravokotnih
trikotnikih, kjer sta hipotenuzi razdalji od sredis¢ dvojckov do srediS¢ manjsSih polkrogov, daljsa

kateta pa je dolzina pravokotne projekcije sredis¢ na premer AB.

Sredisce levega kroga Arhimedovih dvojckov

A

O ¢

Slika 20: Sredisce levega kroga Arhimedovih dvojckov
Sredisce levega kroga Arhimedovih dvoj¢kov bomo poiskali v pravokotnem trikotniku AS; DC;.
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Abscisa sredisSca je enaka razdalji |AD|:
|AD| = 2a — .
Vstavimo r = a(1 — 2a) in dobimo, da je abscisa x enaka:
x=a(l+ 2a).

Ordinata sredis¢a y je enaka razdalji |DC;| (daljSi kateti v trikotniku S;DC;), ki jo izrazimo s
Pitagorovim izrekom. |S;C;| je hipotenuza, |S;D| pa krajsa kateta pravokotnega trikotnika

S$.DC;.
|S1C| =a+Tr
|S;D|=a—71
ZapiSemo Pitagorove izrek.

|DC1|2 = |S1C1|2 - |S1D|2
IDC,|1?> = (a+ 1) — (a—1)?

|DC;|? = 4ar
|DC,| = 2\/ar

V dobljeno dolZzino vstavimo r = a(1 — 2a) in dobimo, da je ordinata y enaka
y =2Ja-a(l-2a) = 2aV1 - 2a.
Poiskali smo sredisce levega kroga Arhimedovih dvojckov.
C1(a(1 + 2a),2aV1 — 2a)

Sredisce desnega kroga Arhimedovih dvojckov

A

Slika 21: Sredisce desnega kroga Arhimedovih dvojckov

Sredisce desnega kroga Arhimedovega dvojcka bomo poiskali v pravokotnem trikotniku AES, C,.
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Abscisa sredisca je enaka razdalji |AE|:
|[AE| = 2a + .
Vstavimo r = a(1 — 2a) in dobimo, da je abscisa x enaka:
x=a(3 —2a).

Ordinata sredis¢a y je enaka razdalji |[EC,]| (daljsi kateti v trikotniku ES,C,), ki jo izrazimo s
Pitagorovim izrekom. |S,C,| je hipotenuza, |S,E| pa krajSa kateta pravokotnega trikotnika

ES,C,.
[S2C, | =b+71
|S,E|=b—1
ZapiSemo Pitagorove izrek.

|EC2|2 = |S1C1|2 - |~5‘2E|2
|EC,12 = (b+71)%— (b—1)?

|EC,|? = 4br
|EC,| = 2Vbr
1-2a

V dobljeno dolzino vstavimo r = a(1 — 2a) inb = .S tem dobimo ordinato y.

y = 2](1 —22a> “a(1-2a) = (1-2a)V2a

Poiskali smo srediS¢e desnega kroga Arhimedovih dvojckov.

C2(a(3 - 2a), (1 - 2a)V2a)

5.3 Analiza konstrukcije Arhimedovih dvojckov
Arhimedova dvojcka bomo konstruirali v treh korakih. V prvem delu bomo konstruirali polmer
Arhimedovih dvoj¢kov, v drugem delu sredi$ci obeh krogov in na koncu Se oba kroga.

Za konstrukcijo polmerov bomo uporabili harmoni¢no sredino dveh nenegativnih Stevil. Pri
, I . . oy . : b
izpeljavi polmerov Arhimedovih dvojckov smo omenili, da je polmer r =ﬁ povezan s

harmonic¢no sredino Stevil a in b.

V nadaljevanju bomo potrdili zgornjo trditev.
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5.4 Harmonic¢na sredina dveh pozitivnih Stevil

Harmonic¢na sredina H je ena od treh pitagorejskih sredin.
.y . Ce el S we 1. 1
Harmonic¢na sredina dveh pozitivnih $tevil a in b je reciproc¢na vrednost povprecja ~in.

2 2ab

H=-——=
1+ a+b
a

S

V sploSnem je harmoni¢na sredina dolo¢ena tudi za vel pozitivnih Stevil a4, a,, ... a,, in sicer kot:

n
H(apaz, an) = 1 1 1

ot T,

Harmoni¢na sredina je hkrati obratna vrednost aritmeti¢ne sredine obratnih vrednosti in jo

lahko geometrijsko predstavimo s trapezom.

Poglejmo si dokaz trditve, da je v trapezu z osnovnicama a in b dolZzina daljice, ki poteka
skozi presecisce diagonal trapeza in je vzporedna osnovnicama a in b, harmoni¢na

sredina Stevil a in b.

D b C

A (1 B

Slika 22: Harmonic¢na sredina v trapezu

Za dokaz trditve potrebujemo znanje o plos¢ini trapeza, o podobnih trikotnikih in razmerjih v

podobnih trikotnikih, ki smo jih predstavili v uvodu raziskovalne naloge.

Trapez ABCD s pomocjo daljice FG, ki poteka skozi presecis¢e diagonal in je vzporedna

osnovnicama trapeza, razdelimo na dva trapeza ABGF in FGCD (slika 23).

S pomocdjo plos¢in posameznega trapeza bomo izrac¢unali dolZino daljice FG.
Vpeljimo oznake:

a ...osnovnica trapeza ABCD in ABFG

b ... osnovnica trapeza ABCD in FGCD
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v, ... viSina trapeza ABFG
vy ... viSina trapeza FGCD

v ...viSina trapeza ABCD

Slika 23: Trapeza ABGF in FGCD

Ploscina celotnega trapeza ABCD je enaka vsoti plosc¢in trapezov ABGF in FGCD. UpoStevamo,

dajev=v,+v,.

(a+b) (a + |FG)) (|IFG| + b)
> V= > "V, + > "V

V trikotniku ABE in CDE so paroma vsi koti skladni, zato sta trikotnika podobna (slika 24).

Slika 24: Podobna trikotnika ABE in CDE

Na podlagi podobnosti lahko zapiSemo razmerje
a:v,=b:v,

in izrazimo eno izmed visin:
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Dobljeno viSino vstavimo v formulo za viSino v.

b-v,

V=v,+V, =7, +

Poenostavimo zapis in dobimo, da je

v-a
V. =
® a+b
Tudi vy, izrazimo z v, a in b.
v-b
Vp =
a+b

Dobljeni viSini vstavimo v enacbo za ploscino celotnega trapeza.

(a+b) ~_(a+]|FGD +(|FG|+b)_

2 Y 2 Va 2 Vb
(a+b)  (a+|FG]) v-a (IFGI+b) v-b
2 VT a+b 2 a+b
2(a+b)

Celotno enacbo mnozZimo z , da poenostavimo enacbo.

v
(a+b)?>=(a+I|FG))-a+(b+I|FG|)-b
[z enacbe izrazimo iskano dolzino |FG]|.

2ab

FG| =
IFG] a+b

S tem smo pokazali, da je dolzina daljice |FG| harmonic¢na sredina dveh pozitivnih Stevil a in b

ter je enaka premeru posameznega kroga Arhimedovih dvojckov.

Za konstrukcijo Arhimedovih dvoj¢kov moramo pokazati, da je razpolovis¢e harmonic¢ne

sredine v preseciscu diagonal trapeza.

Torej moramo dokazati, da je |FE| = |EG|. Ozna¢imo z x; = |FE|inz x, = |EG]|.

Slika 25: Podobna trikotnika AEF in ACD Slika 26: Podobna trikotnika BGE in BCD
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Iz slike 25 lahko zapiSemo sorazmerje
b:x, =|AC| : |AE|
in izrazimo x;.

_, 4B
=0 ac

Podobno lahko iz slike 26 zapiSemo sorazmerje
b :x, =|BD|:|BE|

in izrazimo x,.

b |BE|

Xo = bt

* " |BD|

% v .. |AE| . |BE| . . . " .

Ce pokaZemo, da sta razdalji ac| in DB enaki, potem bosta enaki tudi razdalji x; in x,.

V dokazu prejSnje trditve smo povedali, da sta trikotnika ABE in CDE podobna (slika 24), zato

lahko zapiSemo sorazmerije.

|AE| : |[EC| = |BE| : |ED|

|AE| _ |BE|

|[EC|  |ED|
Dobljeno sorazmerje preuredimo.

|AE|  |EC|

|BE|  |ED]

Za dokaz bomo uporabili lemo, ki smo jo uporabili Ze pri dokazu Talesovega izreka o

sorazmerjih.
Naj bodo a,b,c,d € R, kjerjeb + 0,d # 0inb # d. Ce velja, daje% = %, potem velja tudi

a+c

C—
d  b+d

; —
Z upostevanjem leme lahko sorazmerje zapiSemo v tej obliki:

|AE| _|EC| _|AE|+|EC| _|AC|
|BE| |ED| |BE|+|ED| |BD|

[z tega sledi, da je:

|AE| _ |AC|
|BE| ~ |BD|

Dobljeno sorazmerje ponovno preuredimo in zapiSemo kot
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|AE| _ |BE]|
|AC|  |BD|

Pokazali smo, da sta razdalji x; in x, enako dolgi, zato res velja, da je preseciSce diagonal trapeza

razpoloviS€e harmonicne sredine.

6 Konstrukcija Arhimedovih dvojckov

Na podlagi dokazov v poglavju 5.4 najprej konstruiramo polmer, nato sredi$¢i Arhimedovih

dvojckov in na koncu Se oba kroga.
6.1.1 Konstrukcija polmerov

Konstrukcijski postopek:

1. V polkrogu K; oznac¢imo najvisjo tocko polkroga z V;; |S,V;| = a.
V polkrogu K, oznacimo najvisjo tocko polkroga z Vy; |S,V,| = b.

2. Konstruiramo diagonale trapeza S; S,V, V.

3. Stocko S oznacimo preseciSce diagonal trapeza S; S, V,V;.

4. Polmer Arhimedovih dvojckov je enak razdalji |SP]|.

Q

I g
%)

Slika 27: Konstrukcija polmera Arhimedovih dvojckov

6.1.2 Konstrukcija sredisc

Z upostevanjem Arhimedove trditve, ki smo jo dokazali v poglavju 5.1, vemo, da sta sredisci
Arhimedovih dvoj¢kov oddaljeni od pravokotnice |PG| za polmer r; =1, = % , Zato sta tocki D

in E pravokotni projekciji sredi$¢ na premer vecjega polkroga. Pokazali smo tudi, da je:
151G = [S1El =a+r

|S2C2| = |S2D| =b + 1y
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Konstrukcijski postopek:

1. Oznacimo tocki D in E, kjer kroznica K seka premer vecjega polkroga arbelosa.

2. Skozi dobljeni tocki nariSemo tangenti na kroZnico K.

3. Iz tocke S; konstruiramo krozni lok s polmerom |S;E| in preseciSce kroznega loka z
levo tangento oznacimo s C;.

4. Iz tocke S, konstruiramo kroZni lok s polmerom |S,D| in presecisce kroznega loka z

desno tangento oznacimo s C,.

Slika 28: Konstrukcija sredi$¢ Arhimedovih dvojckov

6.1.3 Konstrukcija Arhimedovih dvojckov
V analizi konstrukcije smo pokazali, da je razdalja |PS| enaka polmeru Arhimedovih dvojckov.
Konstrukcijski postopek:

1. Odmerimo razdaljo |PS] in iz sredi$¢a C; nariSemo levi krog Arhimedovih dvojckov.

2. Odmerimo razdaljo |PS| in iz sredisca C;, nariSemo desni krog Arhimedovih dvojckov.

Slika 29: Konstrukcija Arhimedovih dvojckov
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7 ZAKLJUCEK

Osnovni namen na$e naloge je bil raziskati konstrukcijo Arhimedovih dvoj¢kov v arbelosu. Ze v
zaCetku raziskovanja smo ugotovili, da bomo potrebovali Stevilne izreke o trikotnikih in

podobnosti, ki smo jih v osnovni Soli obravnavali pri pouku matematike.

V prvem delu raziskovalne naloge smo predstavili vse potrebne definicije in dokaze, ki smo jih

potrebovali v nadaljevanju raziskovanja.

S pomocjo pisne in spletne literature smo v osrednjem delu utemeljili lastnosti arbelosa in
Arhimedovih dvojckov ter na podlagi le teh s programom Geogebra konstruirali ta zanimiva

kroga.

Z raziskovanjem smo prvo hipotezo naSe raziskovalne naloge lahko samo delno potrdile, saj
nekaj izrekov v pravokotnem trikotniku v osnovni Soli Se nismo spoznale. Z mentoricino razlago
in ostalih virov smo potrebno znanje pridobile in uspele narisati geometrijsko konstrukcijo

Arhimedovih dvojckov. Tako smo lahko drugo hipotezo potrdile.

Pri naSem raziskovanju smo naletele Se na mnogo zanimivih krogov v arbelosu, za katere pa
nismo imeli potrebnega matematitnega znanja za temeljitejSo analizo. Vse to lahko ostane
naloga za v bodoce, vsekakor pa smo z raziskovanjem pridobili in utrdili ogromno znanja s

podrocja matematike in uporabe programa Geogebra.
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